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had been described in an explicit way, with respect to the knowledge that a teacher requires
for the disciplinary teaching of mathematics, which makes it different from other types of
professionals, with knowledge of the area. In that order, the structure of the MTSK model
expressed in domains, subdomains, subdomain categories and examples of the subdomain
categories that contribute to the exploration of knowledge that the mathematics teacher must
have to teach mathematics content is presented. . It is concluded that, given the versatility of
this model, it can be taken as a reference for the constitution of new lines of research in the
field of mathematics teacher training.

RESUMO

Neste artigo de reflexao, o objetivo é caracterizar o conhecimento especializado do professor
de matematica, sob a ética do modelo MTSK, cuja principal caracteristica consiste em estudar
0s conhecimentos matematicos e didatico-pedagbgicos que um professor de matematica
requer para ensinar esta area da conhecimentos em qualquer nivel académico e que nunca
antes nos modelos relacionados ao estudo do professor de matematica foram descritos
de forma explicita, no que diz respeito aos conhecimentos que um professor requer para o
ensino disciplinar da matematica, o que o torna diferente de outros tipos de profissionais, com
conhecimento da area. Nessa ordem, € apresentada a estrutura do modelo MTSK expressa em
dominios, subdominios, categorias de subdominio e exemplos das categorias de subdominio
que contribuem para a exploracao do conhecimento que o professor de matematica deve ter
para ensinar o conteido de matematica. Conclui-se que, dada a versatilidade desse modelo,
ele pode ser tomado como referéncia para a constituicao de novas linhas de pesquisa no
campo da formacao de professores de matematica.

Introduccion

A lo largo de los anos, son multiples los cambios que han surgido en la educacion; distintos modelos, teorias,
enfoques y estrategias han sido dispuestas en los procesos de ensenanza-aprendizaje, generando impacto,
repercusion y aporte en las practicas del profesorado. En ese orden, Schon (1983) se considera uno de los
precursores en estudiar el conocimiento profesional de un profesor que ensena un saber disciplinar de manera
general. De acuerdo con este autor, el conocimiento de un profesor se evidencia a partir de la reflexion que hace
desde la experiencia de su practica pedagodgica. En el contexto de la educacion matematica, Climent (2005)
afirma que el conocimiento profesional de un profesor de matematicas es situado y contextualizado, es decir,
que el profesor desarrolla su conocimiento de acuerdo con el entorno en donde se encuentre y no de manera
individual, sino grupal y compartido con la comunidad. No obstante, el conocimiento profesional de un profesor
es distinto al de otro, ya que este parte de las creencias y concepciones individuales con las que este convive
(Schoenfeld, 2010).

Asi, caracterizar el conocimiento especializado de un profesional licenciado es uno de los desafios mas complejos
por los que ha pasado la educacion. En ese sentido, parece necesario que un profesor no solo debe contar
con conocimientos en el area del conocimiento del cual es profesional, sino también contar con conocimientos
pedagoégico-didacticos que permitan crear armonia en sus practicas pedagoégicas. Por ello Shulman (1986)
dividio el conocimiento del profesor en tres categorias: conocimiento del contenido de la materia, conocimiento
pedagogico del contenido y conocimiento curricular, que se enuncian a continuacion.

El conocimiento del contenido de la materia es aquel que va mas alla de los conceptos de una tematica, es
decir es el conocimiento de las estructuras de la materia misma. Estas estructuras incluyen las sustantivas y
sintacticas; las estructuras sustantivas es el conocimiento del profesor para incorporar los principios y conceptos
de la disciplina que son aplicados a distintos hechos del diario vivir. Por ejemplo, el conocimiento del profesor
para aplicar el concepto de la multiplicacion de nimeros naturales que facilita la conversion de délares a pesos
colombianos; por su parte, las estructuras sintacticas es el conocimiento del profesor acerca de la parte formal
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y demostrativa de los contenidos de la disciplina, determinados por nivel de falsedad, verdad, validez o invalidez
de los mismos. Por ejemplo, el conocimiento del profesor para demostrar el por qué en las propiedades de la
potenciacion, todo numero elevado a la cero es igual 1, dado la relacion de transitividad

am m
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—=a"""=a"y — = 1. porlotanto,a® =1
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Por su parte, el conocimiento pedagégico del contenido es el conocimiento que va ligado al conocimiento del
contenido desde la dimension de la ensenanza. Este tipo de conocimiento se compone de elementos como: las
formas de representacion, analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones, estrategias y demostraciones que
utiliza el profesor para lograr que los contenidos sean mas comprensibles por el estudiantado (Shulman, 1986).
Por ejemplo, en el caso de las estrategias de ensenanza, se destaca el conocimiento del profesor para saber
que representar las funciones en software especializados de la matematica como GeoGebra, permite que los
estudiantes tengan acceso al analisis de las propiedades que tienen las funciones en el plano como: dominio, rango,
periodo, puntos de interseccion, entre otras. Esto debido a que una de las principales funcionalidades de estos
software radica en analizar de manera profunda y robusta lo que ocurre en el plano cartesiano (Padilla-Escorcia
y Acevedo-Rincon, 2021).

El conocimiento del curriculo se define como el conocimiento del profesor sobre los programas disenados para
la ensenanza de asignaturas y contenidos concretos de una determinada area del conocimiento en cierto nivel
académico (Shulman, 1986). Ademas, incluye el conocimiento del propio curriculo y los diversos materiales que
en este se proponen para la ensenanza, asi como los tratamientos que pueden existir para orientar una materia,
secuenciarla o las formas de evaluacion propuestas en el mismo curriculo (Montes, 2015).

Asi, a pesar que Shulman (1986) no abord6 su modelo especificamente desde el contexto de las matematicas, fue
de gran ayuda para que los educadores matematicos a nivel mundial decidieran estudiar sobre el conocimiento
profesional de los profesores de matematicas. Esto, visto desde la mirada de Montes et al. (2020), enriquece la
interpretacion del investigador acerca de la naturaleza de los profesores de matematicas, permitiendo asi evaluar
las cualidades de ellos y estudiar como ese conocimiento profesional se relaciona a través del estudio de las
competencias del profesor.

Algunos de los modelos mas destacados se presentan en este articulo de revision, tales como: Bromme (1994),
Fennema y Franke (1992) y Ball et al. (2008), esto debido a que son modelos que estudian al profesor de
matematicas y que son citados en el modelo MTSK (Carrillo et al., 2013; Carrillo et al., 2018), modelo en cuestion
a estudiar en este articulo.

El modelo de Bromme

Bromme (1994) fue uno de los primeros en abordar el conocimiento profesional del profesor de matematicas
mediante cinco dominios que conforman su modelo y que estan intimamente relacionados con lo propuesto por
Shulman (1986), estos son: conocimiento del contenido de las matematicas como disciplina, conocimiento de las
matematicas escolares, filosofia de la matematica escolar, conocimiento pedagogico y conocimiento pedagogico
especifico de la materia, los cuales se definen a continuacion.

El conocimiento del contenido de las matematicas son los aprendizajes que obtienen los profesores durante sus
estudios académicos, como, por ejemplo, proposiciones, reglas, formas matematicas de pensar y métodos, que
son visibles en manuales de formacion de matematicos.

El conocimiento de las matematicas escolares es la capacidad que tiene el profesor de comprender que los
contenidos a ensenar no son simplemente las bases puras de la materia, sino que estos mas bien son adaptados
a la realidad que se vive en las escuelas.

La filosofia de la matematica escolar es el conocimiento del profesor acerca de los fundamentos epistemologicos
de la matematica, asi como del aprendizaje de las matematicas, o las relaciones entre las matematicas, la vida
humana y otras disciplinas.

En cuanto a lo pedagégico, Bromme (1994) establecié dos dominios, uno general y otro especifico. El general,
es el conocimiento de orientaciones sobre como mantener un ambiente de trabajo por grupo. Por ejemplo, las
estrategias que utiliza un profesor para mantener la disciplina y el orden en clase (como el juego de la distension
y el juego de los aplausos). Por otro lado, el conocimiento pedagbgico especifico, es aquel que esta integrado o
mezclado entre el conocimiento pedagoégico y la experiencia profesional del profesor con las matematicas, esto
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debido a que no es lo mismo un profesor de matematicas cuya experiencia profesional es nula (recién grado de
licenciado) con la de un profesor de matematicas con anos de experiencia, ya que se espera que haya pasado por
experiencias que hayan fortalecido su practica como profesor, que a su vez permite una relacion mas profunda
con sus conocimientos pedagoégicos.

El modelo de Fennemay Franke

Fennema y Franke (1992) se enfocaron en que la ensenanza de los contenidos de las matematicas debia darse
de forma dinamica e interactiva. Por ello consideraron, que es necesario que en el modelo del “conocimiento
del profesor” los profesores cuenten con conocimientos suficientes acerca de las matematicas como disciplina
para poder ensenarlas. Para ello, establecieron cuatro dominios en dicho modelo: conocimiento del contenido,
conocimiento didactico, conocimiento de la cognicion de los estudiantes y las creencias de los profesores. Estos
cuatro dominios se definen a continuacion:

(i) El conocimiento del contenido es aquel en el cual se comprenden los conceptos, procedimientos y procesos en
la resolucion de problemas de situaciones del entorno que relaciona las matematicas, asi como las interrelaciones
que se dan entre los conceptos y procedimientos en este tipo de situaciones; (ii) el conocimiento didactico
consiste en el tipo de procedimientos, organizacion y técnicas motivacionales que utilizan los profesores como
estrategias en la planificacion de las unidades de clase; (iii) el conocimiento de la cognicion de los estudiantes
es el conocimiento de los profesores para comprender 10s procesos de aprendizaje de los estudiantes, esto es, lo
que se le facilita y dificulta de los diferentes contenidos de las matematicas; (iv) las creencias de los profesores
son las percepciones que influyen en la comprension de estos en la ensenanza de las matematicas, dependiendo
del contexto en el que se encuentre y de las experiencias con las que cuente.

El modelo de Ball y sus colaboradores

En esa misma década Deborah Ball y sus colaboradores, en el grupo de investigacion de matematica educativa de
la Universidad de Michigan en el ano 2008, afinaron el modelo propuesto por Shulman en los 80. Su preocupacion
estaba puesta en estudiar el conocimiento del profesor de matematicas, con la idea de darle mas finura a esa
profesion, de manera que se pudieran establecer diferencias marcadas entre los profesores de matematicas
con los demas profesionales que también tienen conocimientos del area. Para esto, los dominios que proponia
Shulman (el conocimiento de los contenidos y el conocimiento didactico de los contenidos) fueron la base en
este modelo denominado “Conocimiento Matematico para la Ensenanza” (Ball et al., 2008), cada uno con tres
respectivos subdominios.

En lo referente al conocimiento del contenido, Ball et al. (2008) propusieron los siguientes tres subdominios:
conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del contenido y conocimiento del horizonte del
contenido, los cuales se definen a continuacion: (i) EI conocimiento comdn del contenido es el conocimiento
utilizado en situaciones que no son exclusivas de la ensenanza, es decir que cualquier persona formada en
matematica podria poseer. Por ejemplo, la nocion de saber cuando una fraccion con igual denominador es
mayor o menor que otra a través de analisis de cantidad y reparticion; (ii) EI conocimiento especializado, que
es el conocimiento de las habilidades netamente matematicas que requiere un profesor para la ensenanza
y que se considera el aporte mas significativo que se resalta en este modelo, puesto que condujo a pensar
en la necesidad de que la ensehfanza de las matematicas estuviera a cargo de profesionales con formacion
en Educacion Matematica y que algunas de las tareas mas recurrentes que deberia cumplir un profesor con
conocimiento especializado en las matematicas fueran: presentar ideas matematicas, encontrar ejemplos para
abordar un tema matematico especifico, relacionar un toépico con otro de afnos anteriores o posteriores, modificar
tareas para hacerlas mas complejas o sencillas, evaluar los argumentos de los estudiantes, usar el lenguaje
formal de las matematicas en las definiciones, entre otras (Montes, 2015); (iii) El conocimiento del horizonte
matematico es el nivel de conciencia de los profesores acerca de como estan distribuidos los contenidos de
matematicas en el curriculo, de manera que esté en la capacidad de establecer relaciones entre los contenidos
dependiendo de los distintos niveles de escolaridad; estas pueden ser, ademas, dentro del mismo concepto (intra
conceptuales) o entre diferentes conceptos (inter conceptuales). Por ejemplo, un profesor de primaria debe saber
los conocimientos e interpretaciones que requieren sus estudiantes acerca de los nimeros fraccionarios para
luego afrontar los nimeros racionales en los grados de secundaria (conexion interconceptual).

En cuanto al conocimiento didactico del contenido, Ball et al. (2008) propusieron los siguientes tres subdominios:
conocimiento del contenido y los estudiantes, conocimiento de la ensenanza del contenido y conocimiento
curricular, los cuales se enuncian a continuacion: (i) EI conocimiento del contenido y los estudiantes es el
conocimiento que mezcla conocer a los estudiantes y a los contenidos de matematicas a partir de las dificultades,
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obstaculos y necesidades mas frecuente que enfrentan los educandos en el aprendizaje de los topicos. Por
ejemplo, el conocimiento que tiene el profesor para identificar que las principales causas que llevan a malos
rendimientos de los estudiantes en el aprendizaje del Algebra se derivan de dificultades de operar nimeros
naturales, enteros y racionales; (ii) El conocimiento de la ensenanza del contenido es definido como la mezcla
de conocer la ensefnanza y los contenidos de matematicas, esto para disenar estrategias, unidades didacticas
y actividades que permitan facilitar el aprendizaje de los educandos con base en los errores con los que estos
cuentan. Por ejemplo, en la ensenanza de fracciones utilizar elementos de la vida real como galletas, manzanas,
chocolate, entre otros y repartirlos en partes iguales son situaciones que permiten comprender la esencia del
concepto de fraccion; (iii) El conocimiento curricular es el conocimiento acerca de los objetivos y fines curriculares
que guian la practica pedagdgica del profesor de matematicas, siendo muy similar a lo anterior a lo propuesto
en los 80 por Shulman (1986).

No obstante, cabe destacar que una de las principales dificultades que se encontraron en este modelo estuvo
en determinar lo que es considerado como conocimiento comun y conocimiento especializado en matematicas,
ya que de acuerdo al nivel de escolaridad en el que se encuentre ensenando matematicas un profesor, se podria
afirmar si tiene o no conocimiento especializado de un contenido en especifico (Flores, Sosa y Ribeiro, 2016).
Por ejemplo, una persona del comun por intuiciébn podria saber que el nimero decimal 2.405 es menor que el
namero decimal 2.41, sin embargo, un profesor con conocimiento especializado del tema sabe, que 2.405 es
menor a 2.41, porque en la comparacion de las centésimas del nimero decimal O es un nimero menor a 1.

El modelo propuesto por Ball et al., (2008) a pesar que ofrecié mayor claridad y explicites en cuanto a detallar
el conocimiento que requiere el profesor para la ensenanza de las matematicas, abordando aspectos como el
conocimiento de la ensenanza y el conocimiento del profesor sobre el aprendizaje de sus estudiantes, en cuanto
al dominio didactico-pedagdgico. Se considera que dejo abierta a la interpretacion del lector y de la literatura el
subdominio de conocimiento especializado del profesor, el cual propusieron como una manera de diferenciarlo
del conocimiento comun de un profesional con conocimiento matematico, claro esta que Ball y colaboradores
pensaron en este subdominio como algo mas de tipo matematico, por lo que habria sido interesante mirarlo
desde el saber didactico-pedagdgico, que se espera logren los licenciados en matematicos, y no profesionales
como matematicos, fisicos, ingenieros, entre otros, en cuya formacion no se contempla lo antes en mencién. De
igual manera, en este subdominio mas alla de que haya sido pensado netamente en el plano disciplinar, tampoco
evidencié de manera explicita, en qué conocimientos de las matematicas se diferencia alguien con conocimiento
especializado de alguien con conocimiento comdan.

Conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK)

El modelo denominado Mathematics Teacher Specialized Knowledge (MTSK), en Espanol “Conocimiento
especializado del profesor de matematicas” es generado en el seno del grupo “Seminario de Investigacion en
Educacion Matematica” (SIDM) y coordinado desde la Universidad de Huelva en Espana. De acuerdo con Carrillo
et al. (2018). Este modelo, surge desde una necesidad de complementar trabajos realizados por Fennema vy
Franke (1992), Bromme (1994), Ball et al., (2008), entre otros, con respecto a la profesionalizacion del profesor de
matematica, asi como una oportunidad de ser tendencia dentro de nuevas lineas de investigacion que estuvieran
encaminadas al analisis del profesor de matematicas, como oportunidad de mejora para su practica pedagogica.
Es por eso, que este modelo se centra en el conocimiento profesional que necesita y usa el profesor para explicary
comprender la naturaleza de las matematicas. Por tal motivo no abarca los conocimientos generales pedagogicos
de los profesores (Pedagogia y Psicologia) al no ser estos especificos de las matematicas.

Este modelo consta de dos dominios. Por una parte, el conocimiento de las matematicas (MK), el cual representa una
red de conocimientos estructurada de acuerdo con reglas y conexiones que permiten comprender la naturaleza
de las matematicas, la razon y el origen de los procedimientos, el lenguaje matematico y su precision; ademas,
abarca el conocimiento matematico que el profesor usa, o puede usar, en cualquier actividad y que trasciende
aln mas del contenido matematico que se pretende que aprenda un estudiante del nivel académico en el
que ensena, no solamente en cantidad de conocimiento sino también en la naturaleza de este, es decir en las
diversas aplicaciones que tienen los contenidos de las matematicas (Carrillo et al., 2018; Advincula et al., 2021).
De este se desprenden los siguientes tres subdominios: conocimiento de los temas (KoT), conocimiento de las
estructuras matematicas (KSM) y conocimiento de las practicas matematicas (KPM).

1. Por otro lado, el dominio conocimiento pedagégico del contenido (PCK) que se basa en las formas de profundizar
el contenido matematico cuando se tiene la intencion de ensenanza y aprendizaje (Rojas, Flores-Medrano y
Carrillo,2015; VascoyCliment, 2018).Asuvez, se desprenden los siguientes tres subdominios: conocimiento de
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las caracteristicas de aprendizaje en matematicas (KFLM), conocimiento de la ensenanza de las matematicas
(KMT) y conocimiento de los estandares de aprendizaje matematicos (KMLS).

A su vez, cada uno de los seis subdominios antes mencionados, giran alrededor de las creencias y concepciones
con las que cuentan los profesores con base en las experiencias que tienen en la ensenanza de las matematicas, y
gue son identificadas como la filosofia de las matematicas, como componente dentro del conjunto de conocimiento
del profesor (Carrillo et al., 2017). Asi, en la Figura 1 se muestra la forma en como estan distribuidos los dominios
y subdominios de conocimiento del modelo. En la parte de la izquierda del modelo se ubica el conocimiento
matematico (MK) y sus 3 subdominios: conocimiento de los temas (KoT), conocimiento de las estructuras
matematicas (KSM) y conocimiento de las practicas matematicas (KPM); por su parte, en la derecha del modelo,
se ubica el dominio de conocimiento didactico-pedagogico (PCK) y sus 3 subdominios: conocimiento de la
ensenanza de las matematicas (KMT), conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas
(KFLM) y conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas (KMLS); en el centro del modelo se
ubican las creenciasy percepciones del profesor de y como estas subyacen en cada subdominio de conocimiento,
como se observa en la Figura 1:

Figura 1. Modelo del conocimiento especializado del profesor de Matematicas
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Fuente: Carrillo et al. (2018).

Ahora bien, el KoT, en Espanol conocimiento de los temas, no se refiere solamente al conocimiento de la matematica
como disciplina, sino que incluye a la matematica escolar. Es decir, describe qué y como conoce el profesor
de matematicas los temas que va a ensenar, el conocimiento fundamentado de los contenidos matematicos
(conceptos, procedimientos, hechos, reglas, teoremas, lemas, etc.) y sus significados, ademas de las conexiones
que se establecen entre los diferentes contenidos y las maneras de utilizar los registros de representacion
(Escuderoy Carrillo, 2020). En el KoT se visionan cinco categorias de acuerdo con lo aportado por Flores-Medrano
et al. (2014) en su tesis de doctorado y que son indispensables para todo profesor que ensena matematica.

1. Lafenomenologia de los contenidos corresponde al conocimiento del profesor sobre el uso y aplicaciones de
un tema en especifico dentro de las propias matematicas (intra conceptuales), asi como sobre situaciones de
la vida real dentro de las cuales el profesor puede ubicar un tema (Vasco, Climent, Escudero, Montes & Ribeiro,
2016). Por ejemplo, el conocimiento del profesor para identificar que la representacion de la transmision de
una enfermedad o el drenado de un tanque pueden estudiarse utilizando una ecuacion diferencial.

2. La categoria propiedades y fundamentos atribuibles a un tema en particular corresponde al conocimiento
del profesor acerca del uso de propiedades y reglas de los contenidos particulares en las matematicas.
Por ejemplo, el conocimiento del profesor acerca de las propiedades de la potenciacion que debe tener en
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cuenta para solucionar una expresion algebraica con potencias. Esto se observa en la siguiente operacion
combinada con potencias ¥x’x* - en esta, utilizar las propiedades de las potencias de manera independiente
contribuye a solucionar el ejxe7rcicio de manera mas rapida y1§encilla, inicialmente aplicando la propiedad
producto de potencias de bases iguales el resultado seria 3;—7 luego la propiedad cociente de potencias
de bases iguales que da como resultado X4 . Asi mismo, la diferencia entre propiedades dependiendo de la
estructura matematica en la cual se esté abordando un contenido; por ejemplo, las matrices no cumplen
con algunas propiedades de estructura algebraica, como la propiedad conmutativa, que si cumplen las

operaciones basicas de adicion y multiplicacion en los nameros reales.

Los registros de representacion son los conocimientos del profesor acerca de las distintas formas en que
puede representarse un contenido, bien sea graficamente, verbalmente, numéricamente, analiticamente, etc.
Por ejemplo, los conjuntos que pueden representarse por comprension o por extension. Asi: A= {el conjunto
de los nimeros impares menores a 21} o A= {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17,19}; asi mismo ocurre en las
fracciones, las cuales pueden ser representadas de manera grafica, concreta, verbal o simbdlica.

Las definiciones son el conocimiento del profesor para, de acuerdo con las propiedades que se cumplen en
las matematicas, definir un tema en especifico. Por ejemplo, la definicién de un nimero impar teniendo en
cuenta que este debe ser de la forma 2+1 0 2+3, la definicion de un triangulo rectangulo, a partir de que a lo
sumo debe tener un angulo recto (90°).

La categoria de procedimientos es el conocimiento del profesor sobre los algoritmos convencionales
y alternativos que se utilizan en los contenidos de la matematica; es el conocimiento que tiene el
profesor para responder preguntas que formulan los estudiantes como: ¢Coémo se hace? ¢iPor qué
se hace asi? ¢Por qué se utiliza asi? o ¢Qué quiere decir eso? Un ejemplo de esto es, el conocimiento
del profesor para saber por qué el rango de la funcion trigonométrica establecida por la formula es
filx) = —ésen x es (%,—%) v el rango de la funcion g(x) = 4 sen x es (—4,4) entre otros ejemplos
propuestos por Aguilar-Gonzalez, Munoz-Catalan y Carrillo (2019) sobre el conocimiento del profesor de las
propiedades y elementos (angulos, lados y vértices) que se utilizan para definir a los poligonos en Geometria.

El KSM, conocimiento de las estructuras matematicas, en Espafol, corresponde al constructo personal que el
profesor desarrolla sobre la forma en que estan conectados internamente las tematicas de matematicas para
relacionarlas entre si, bien sea del curso que esta impartiendo o con contenidos de otros cursos o niveles
superiores (Montes, 2015; Vasco y Climent, 2018), de manera que en dichas relaciones permiten incrementar
o simplificar el grado de complejidad de una tematica en especifico (conexiones inter conceptuales e intra
conceptuales), es decir dentro del mismo campo de las matematicas. (Flores-Medrano et al., 2016). Ahora bien,
las conexiones inter conceptuales son ideas matematicas que vinculan representaciones del mismo concepto
o diferentes; las conexiones intra conceptuales son ideas matematicas que tienen lugar en la proximidad de
un dnico concepto (Martinez et al., 2011). Asi mismo, Flores-Medrano et al. (2014) propone cuatro categorias
acerca del conocimiento del profesor de matematicas para establecer conexiones en los contenidos que ensena;
estas son: las conexiones de complejizacion, simplificacion, transversales y auxiliares.

1. Las conexiones de complejizacion, son los conocimientos del profesor para relacionar los contenidos
ensenados con contenidos posteriores, es decir una vision de la matematica elemental desde un punto de
vista avanzado de lo particular a lo general. Por ejemplo: el conocimiento del profesor para relacionar que
la ensenanza de la factorizacion sera fundamental en el aprendizaje del limite de funciones; asi mismo,
el conocimiento del profesor para relacionar las nociones geométricas que desarrollan los estudiantes
(recta, punto, angulo, poligonos) en primaria, con la demostracion de teoremas de geometria euclidiana
en secundaria.

2. Las conexiones de simplificacion son los conocimientos del profesor para relacionar los contenidos que
ensena con contenidos anteriores, es decir previamente abordados por sus estudiantes. Por ejemplo, en
la realizacion de la derivada de la funcion expresada por la formula f(x)=xf:2%, se denota el conocimiento
del profesor para factorizar, tanto el numerador como el denominador; en el caso del numerador:
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(x* — 1), como (x — 1) (x + 1), y en el denominador (x* + 2x + 1), como (x + 1) (x + 1), lo que se considera

X

o . . . -1 - .
como conexion interconceptual. En este caso la funcion se reduce a f="0 la cual es mucho mas sencillo
de derivar que como estaba propuesta originalmente.

3. Las conexiones de contenidos transversales son los conocimientos del profesor para relacionar
contenidos comunes de diferentes tipos de pensamientos matematicos, como, por ejemplo, el limite, la
derivada, y la continuidad puntual y global que subyacen a procesos infinitos, o también la relacion que
menciona Climent et al. (2021) de que la igualdad esta presente en expresiones numéricas y algebraicas
(pensamiento numérico) y que se relaciona a su vez con la congruencia de figuras geométricas y la
semejanza (pensamiento geométrico).

4. Por Gltimo, las conexiones auxiliares son los conocimientos del profesor para realizar conexiones de tipo
inter conceptual que no hacen parte del contenido que se esta ensenando y que contribuye en la solucion
del problema que se esté desarrollando. Por ejemplo, en el limite }(i;gl_xiosx , al ser esta una operacion
cuyo resultado es igual a una indeterminacion de la forma: % si se reemplaza el valor de x , se hace uso
de la regla de LU'Hopital como conexion auxiliar, ya que, mediante el concepto de derivada se deriva tanto

el numerador y denominador de la funciéon, hasta que se desaparezca la indeterminacion en esta.

Por su parte, el KPM, conocimiento de las practicas matematicas en espaiiol, es el conocimiento especifico del profesor
para demostrar, justificar, validar, hacer deducciones e inducciones y generar conocimiento en matematicas, es
decir su significado puro. Asi mismo, es el conocimiento del profesor sobre la organizacion jerarquica, las formas
de proceder en la resolucion de problemas matematicos, el buen uso de simbolos formales en matematicas y las
condiciones necesarias y suficientes que se requieren para generar una definicion en matematicas. Ademas, el
conocimiento del profesor acerca de practicas particulares de las matematicas como la modelacion (Montes, 2015;
Aguilar-Gonzalez, Munoz-Catalan y Carrillo, 2019; Flores-Medrano et al., 2016; Padilla-Escorcia y Acevedo-Rincon,
2020y Zakaryan y Sosa, 2021).

Ahora bien, Flores-Medrano et al. (2014) proponen categorias que estan ligadas al conocimiento de las practicas
de los profesores de matematicas. Estas son: practicas ligadas a las matematicas en general y practicas ligadas
a una tematica en matematicas, que se definen a continuacion:

1. practicas ligadas a la matematica en general son el conocimiento del profesor para saber como se
desarrollan las matematicas independientemente del concepto trabajado y de las estructuras I6gicas de
pensamiento que contribuyen a comprender el funcionamiento de multiples aspectos matematicos; por
ejemplo, el conocimiento del profesor acerca de que los puntos de acumulacion, puntos de adherencia,
0 puntos interiores son conceptos que a partir de su abstraccion se derivan de conceptos de la topologia
general.

2. practicas ligadas a una tematica en matematicas son el conocimiento del profesor acerca de los contenidos
a impartir desde su estructura matematica; por ejemplo, saber el significado de una condicién necesaria
y una condicion suficiente para trabajar genéricamente en matematicas, lo cual permite la creacion de
estructuras logicas de pensamiento que pueden mejorar el entendimiento de fendmenos cotidianos
(Montes, 2015).

El KFML, conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje, en Espanol, esta enfocado en reconocer a los contenidos
de las matematicas como objetos de aprendizaje (Escudero y Carrillo, 2020; Aguilar-Gonzalez et al., 2018), esto
es, el conocimiento del profesor para comprender las relaciones que establecen los estudiantes con los conceptos
trabajados, asi mismo, las capacidades y debilidades que tienen acerca de estos. Es decir, que el profesor sepa
como aprende el estudiante y como desarrollan la cognicion los estudiantes de acuerdo con las tematicas
abordadas. De igual manera, el conocimiento de los obstaculos, dificultades y errores que mas presentan los
estudiantes al aprender los contenidos de las matematicas.

Ahora bien, Escudero-Avila y Carrillo (2020) proponen que este subdominio del MTSK, se desprende en las
siguientes categorias: fortalezas y dificultades asociados al aprendizaje de un contenido matematico, formas de
interaccion de los estudiantes con un contenido matematico, intereses y expectativas de los estudiantes y teorias
de aprendizaje asociadas a un contenido matematico.

1. elconocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de los contenidos matematicos es
el conocimiento del profesor acerca de las concepciones erroneas que existen sobre un determinado tema
por parte de un estudiante y que son propias del contenido matematico especifico, es decir, que estan
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asociadas directamente con las caracteristicas matematicas y no pedagégicas del contenido. Sumado
a esto, en esta categoria también se encuentra el conocimiento de las ideas matematicas incorrectas
qgue los estudiantes pueden adquirir de un contenido de las matematicas. Un ejemplo de esto son las
dificultades que presentan los estudiantes para interpretar graficamente el concepto de rango de la funcion
trigonométrica seno, debido a que no comprenden el concepto de rango de una funcion en general.

2. El conocimiento de las formas de interaccion de los estudiantes con un contenido matematico se refiere
al conocimiento que tiene el profesor sobre los procesos y estrategias de los estudiantes, tanto los tipicos
como los no habituales en el aprendizaje de las matematicas; incluye también el conocimiento del profesor
sobre los posibles modos de los estudiantes de construccion de conocimiento asociados a la naturaleza
misma del contenido matematico. Un ejemplo de esto es el conocimiento del profesor acerca de que la
estrategia que utilizan los estudiantes para sumar o restar nimeros racionales heterogéneas es el método
de la “carita feliz” o cruzado por encima del método del minimo comun multiplo, incluso cuando se trata
de mas de tres nimeros racionales los que se operan.

3. Encuantoal conocimiento de los intereses y expectativas de los estudiantes sobre el contenido matematico,
son los conocimientos del profesor acerca de las expectativas e intereses de los estudiantes con respecto
al aprendizaje de las matematicas, ademas del conocimiento sobre las preconcepciones de facilidad
o dificultad asociadas comunmente a las distintas areas de las matematicas con las que cuentan los
estudiantes

4. Teorias de aprendizaje asociadas a un contenido matematico es el conocimiento que tiene el profesor
de las posibles formas de aprehension asociadas a la naturaleza del contenido matematico. Incluye el
conocimiento de teorias sobre el desarrollo cognitivo del estudiante, tanto para la matematica en general
como para contenidos particulares, las cuales provienen de la experiencia profesional del profesor o de la
investigacion sustentada en teorias que permitan explicar los procesos de construccion de conocimiento
matemaético desde la mirada de la ensefianza y aprendizaje (Escudero-Avila, 2015).

Por otro lado, en cuanto al KMT, conocimiento de la enseiianza de las matematicas, en Espafol, es el conocimiento
del profesor acerca de teorias formales de la ensenanza de las matematicas, derivadas de investigaciones en
Educacion Matematica o de observaciones y reflexiones de las actividades de matematicas en el saldon de clases.
Este se enfoca en las habilidadesy el grado de conciencia que posee el profesor en la seleccion y uso de estrategias
a nivel conceptual o pedagoégico para la ensenanza de las matematicas (Delgado y Zakaryan, 2019; Montes,
2015). En ese orden, Flores et al. (2014) propuso tres categorias que caracterizan el conocimiento del profesor
desde la mirada de la ensenanza de las matematicas, estas son: teorias personales e institucionalizadas de
ensenanza, conocimiento acerca de recursos materiales y virtuales y el conocimiento de las estrategias, técnicas,
ejemplos y tareas para la ensenanza del contenido matematico, las cuales se definen a continuacion:

1. Teorias personales e institucionalizadas de ensenanza son los conocimientos del profesor sobre las teorias
de ensenanza en Educacion Matematica, como, por ejemplo, la teoria de las situaciones didacticas que
propone Brousseau y las situaciones que pueden darse en la misma [accion, formulacion, validacion e
institucionalizacion]y que sirven para planificar actividades o estrategias en clase. Ademas, el conocimiento
para identificar el nivel de potencialidad que ofrecen este tipo de actividades, talleres y unidades didacticas
propuestas, o el conocimiento de ejercicios, metaforas, explicaciones y analogias que conoce el profesor e
influyen en el aprendizaje e interpretacion de los estudiantes en los contenidos. Por ejemplo, la ensenanza
de los numeros primos utilizando la criba de Eratéstenes en material concreto (cartulina).

2. El conocimiento acerca de recursos materiales y virtuales es el conocimiento para ensenar matematicas
mediante libros de textos, regletas, pizarra normal y electronica, tangram, softwares especializados del
area, entre otros.

3. Elconocimiento de las estrategias, técnicas, ejemplos y tareas para la ensenanza del contenido matematico
es el conocimiento que tiene el profesor acerca del potencial que ofrecen las actividades, tareas, ejemplos,
estrategias (incluye el uso de analogias para la ensenanza) o técnicas didacticas en la ensenanza de
los contenidos de las matematicas (Espinosa-Vasquez, Zakaryan y Carrillo, 2018). Un ejemplo de esto
seria cuando un profesor ensena las tablas de distribucion de frecuencia en estadistica y propone una
tarea en la cual sean los mismos estudiantes quienes recojan la informacion a tabular por medio de una
encuesta y un tema que sea de su interés. Por su parte, en la categoria de ejemplos, esta puede hacerse
visible cuando un profesor propone diferentes ejercicios para explicar el rango de la funcion trigonométrica

seno,por ejemplo, f(x) =sen(x + 3), f(x) = sen(x + 7), f(x) = sen(x — 7) o f(x) = sen(x + 9),
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0 cuyo comportamiento depende de la constante que acompana al argumento de la funciéon con forma

1= cosx

lim——— en este caso a.

x=0 X

El KMLS, conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas, en Espanol, corresponde al conocimiento
del profesor acerca de los resultados de aprendizaje que espera tengan sus estudiantes dependiendo del nivel
escolar en el que se encuentren, ademas del nivel de profundizacion con el que debe ser enfocado un contenido
de matematicas a partir de los niveles escolares y los estandares e indicadores nacionales e internacionales
de aprendizaje, los cuales indican la organizacion de las tematicas con base en cursos previos (Munoz-Catalan,
Linan y Ribeiro, 2017). En ese sentido, Flores-Medrano et al. (2014) presentaron una serie de categorias que
profundizan el conocimiento especializado del profesor en este subdominio. Estas son: Conocimiento que
tiene el profesor acerca de los contenidos matematicos que se requieren en el grado escolar en el que se esta
impartiendo clases, conocimiento del nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado para un topico en
un determinado momento escolar y conocimiento de la secuenciacion de diversos temas ya sea dentro del mismo
curso o pensando en cursos anteriores o posteriores, las cuales se definen a continuacion:

1. Conocimiento que tiene el profesor acerca de los contenidos matematicos que se requieren en el grado
escolar en el que se esta impartiendo clases, este conocimiento puede ser adquirido por el profesor
por medio de un documento que indique cuales son esos contenidos o cual es el nivel de abstraccion
que deben desarrollar los estudiantes en dichos grados. Por ejemplo, en los Derechos Basicos de
Aprendizaje Volumen 2, propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2016) se evidencia que
los estudiantes en los grados de primero a tercer grado deben tener la capacidad de resolver ejercicios
de las operaciones basicas en matematicas, lo cual debe ser de conocimiento del profesor que ensena
matematicas en educacion basica primaria.

2. Conocimientodelnivel de desarrollo conceptualy procedimental esperado para untopicoen un determinado
momento escolar se refiere al conocimiento acerca de la profundidad con la que debe abordarse un
contenido de acuerdo con un determinado ciclo escolar. Por ejemplo, saber qué tipo de clasificaciones
entre poligonos se esperaria que un estudiante hiciera al finalizar la primaria (quinto grado).

3. Conocimiento de la secuenciacion de diversos temas ya sea dentro del mismo curso o pensando en
cursos anteriores o posteriores es el conocimiento del profesor acerca de las ideas 0 nociones previas
qgue tiene un estudiante acerca de un contenido en término de lo que enmarca el contenido curricular,
antes de conocer una tematica a desarrollar. Por ejemplo, el conocimiento del profesor de las ideas de
multiplicacion que tienen sus estudiantes cuando profundizan esta operacion matematica en el tercer
grado.

Aplicacion del MTSK en la Educacion Matematica

El modelo MTSK ha tenido impacto significativo en la comunidad académica, especialmente en territorio espanol,
pais en el que surge en el ano 2013y en el que toma auge. No obstante, con el pasar del tiempo diversos autores
han profundizado en este modelo, anexando nuevas categorias y caracteristicas a cada uno de los subdominios
de los dominios que conforman el mismo. En ese orden, desde el ano en que se constituyd el modelo, se han
realizado diversos articulos, capitulos de libro publicados por los miembros del grupo SIDM, tesis doctorales
dirigidas por los miembros del grupo antes en mencion y cinco Congresos Iberoamericanos sobre el conocimiento
especializado del profesor de matematicas; congreso en el cual se discuten experiencias alrededor del uso del
MTSK como herramienta para el analisis del quehacer docente, siendo el Gltimo congreso del MTSK, realizado en
el mes de noviembre de 2021 en Brasil. De esta manera, estas acciones académicas han contribuido a formar la
Red Iberoamericana MTSK, conformada por miembros de los siguientes paises: Espana, Portugal, México, Costa
Rica, Venezuela, Colombia, Ecuador, Pera, Chile, Brasil, Argentina y otros paises europeos, como ltalia y Alemania
(Carrillo, 2019).

En ese orden ideas, son los profesores en formacion inicial, profesores en ejercicio y profesores en formacion
continuada (profesores en ejercicio cursando estudios de perfeccionamiento), los participantes que en su mayoria
han servido de muestra para las investigaciones referentes a la caracterizacion de su conocimiento especializado.
En el caso de los profesores en formacion inicial, se ha explorado acerca del conocimiento especializado de
los profesores que se estan formando para ser profesores de Educacion Basica Primaria; no obstante, en este
modelo es aln una deuda la exploracion del conocimiento especializado de profesores de matematicas que se
estan formando para la Educacion Basica Secundaria o Media acerca de la ensenanza de cualquier contenido
de las matematicas relacionados con estos niveles de escolaridad, muy a pesar que Munoz y Montes (2016)
aseguran que en el contexto de la educacion secundaria es relevante este modelo debido al énfasis que se hace
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al conocimiento didactico-pedagoégico de los contenidos, el cual en la realizacidon de procesos de investigacion
ha sido escasamente explorado, a pesar de que es muy comun encontrar en los salones de clases evidencias
de subdominios del MTSK como es el caso del KMT y KFLM en los procesos de ensenanza. En cuanto a los
profesores en ejercicio, ocurre un caso contrario a los profesores en formacion inicial. Esto es, al ser profesores
que ejercen su rol y su practica dia a dia, han sido mas explorados con respecto a su conocimiento sobre la
ensenanza de diversos contenidos de las matematicas.

Mufoz y Montes (2016) también resaltan la importancia de estudiar el modelo MTSK en el contexto de profesores
de educacion infantil, puesto que le permite otorgar mayor profundidad y rigor matematico al conocimiento que
exponen los profesores, ya que, a pesar del caracter elemental de los conceptos en este nivel académico, es
necesario que quien ensena tenga claridad de donde, para qué y por qué surge lo que ensena. Es por eso que uno
de los desafios a futuro de este modelo, es expandirse al profesorado de Educacion infantil en Matematicas, ya
gue en muchas ocasiones los profesores que ensenan en estos niveles de escolaridad no cuentan con formacion
en matematicas.

No obstante, son multiples los diferentes contenidos que han sido estudiados de acuerdo con el modelo MTSK. En
las mas recientes Actas del Seminario de Didactica de las Ciencias y las Matematicas en la Universidad de Huelva
delano 2017 y 2019 se evidencio que han sido explorados el conocimiento especializado del profesor que ensena
matematicas en tematicas tales como: resolucioén de problemas de magnitudes proporcionales (Barrera, Linany
Pérez,2017); conocimiento emocional y especializado del profesor de matematicas; conocimiento especializado
para la ensenanza de la geometria en Educacion Infantil (Escudero-Dominguez, Munoz-Catalan y Carrillo, 2017;
Codes y Munoz-Catalan, 2019; Escudero-Dominguez et al., 2019); las oportunidades de aprendizaje; el dominio
del conocimiento matematico del MTSK también en educacion infantil (Martin y Carrillo, 2017); el dominio afectivo
y el MTSK (Pascual et al., 2019); el diseno de tareas para la formacion de profesores de matematicas a partir del
MTSK (Climent y Montes, 2019); conexiones de complejizacion y simplificacion del KMS en educacion primaria
(Montanez-Esparza y Lizarde, 2019); y, el MTSK en la formacion continua de profesores de matematicas (Quiroga
y Gamboa, 2017; Valenzuela-Molina y Ramos-Rodriguez, 2019). De este modo, es evidente que este modelo se
ha ido expandiendo en cada uno de los pensamientos de las matematicas, como por ejemplo el pensamiento
métrico-geométrico y variacional en paises como Espana y Portugal en Europa, y en Brasil, México y Chile en
Latinoamérica.

Conclusiones

El modelo MTSK desarrollado por Carrillo y sus colaboradores en el ano 2013, y potenciado en el ano 2018 ha
permitido la caracterizacion del conocimiento especializado del profesor que ensena matematicas en cualquier
nivel académico, tanto en el conocimiento matematico, como en el didactico-pedagogico, no evidente de manera
explicita en otros modelos que abordan el conocimiento del profesor de matematicas. Este modelo sustenta a
través de las categorias que se presentan para cada subdominio del dominio matematico y didactico-pedagogico,
qgue existen caracteristicas del licenciado en matematicas que los hace diferenciar de otros profesionales que
asumen este rol en las escuelas colombianas, como es el caso de los ingenieros, matematicos, estadisticos,
fisicos y otro tipo de profesional con formacion en matematicas. Asi mismo, se evidencié que mediante este
modelo es posible el analisis del conocimiento especializado de los temas, de las estructuras matematicas,
practicas matematicas, caracteristicas de aprendizaje de las matematicas, ensenanza de las matematicas y
estandares de aprendizaje de las matematicas de contenidos particulares de las matematicas, y que dada la
amplitud del modelo permite la relacion entre estos subdominios del mismo dominio o de dominios diferentes.

Aparte, se concluye que el MTSK es una oportunidad al estudio de una linea de investigacion que relacione la
formacion de profesores con el conocimiento especializado de maestros en formacion inicial, ya que mediante
el analisis que se les haga a estos acerca de su conocimiento especializado en determinado tema de las
matematicas, existe la posibilidad de proponer planes de mejora en los programas que forman profesores de
matematicas. Por ello este modelo es una invitacion a la reflexion del profesor en sus practicas matematicas y de
tipo didactico, ya que la misma especificidad que ofrece el MTSK, es una oportunidad para el estudio de nuevas
lineas de investigacion, como por ejemplo el estudio a profundidad del conocimiento especializado del profesor
en la ensenanza de las matematicas en niveles de primaria o de nivel superior utilizando las TIC escasamente
abordados mediante el modelo MTSK como referencial tedrico.

De igual manera, es interesante que en Colombia se siga profundizando en la insercion del conocimiento
especializado del profesor de matematicas, como tema de interés a investigar en la Formacion del Profesor de
Matematicas. Esto porque consideramos que es una buena oportunidad para divulgar la necesidad que implica
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en el pais de que sean los licenciados en Matematicas quienes sean los encargados de ensenar matematicas en
las escuelas. Ya que este modelo describe detalladamente el conocimiento con el que debe contar este tipo de
profesionales para la ensenanza de contenidos de matematicas.
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